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PROBABILIDAD

Gilda Garibotti

El término probabilidad se refiere al estudio de azar e incertidumbre. En
cualquier situacién en la cual uno de un nimero de resultados puede ocurrir,
la teoria de probabilidad provee métodos para cuantificar la posibilidad o la
verosimilitud de ocurrencia asociada a cada uno de los resultados.

1. Espacio muestral y eventos

Un experimento es cualquier acciéon o proceso que genera observaciones.
Por ejemplo, un experimento puede ser tirar una moneda una o muchas ve-
ces, elegir una carta o varias cartas de un mazo, pesar un objeto, obtener el
grupo sanguineo de un grupo de individuos o medir la fuerza de compresién
de barras de acero.

Definiciéon 1.1. El espacio muestral, S, de un experimento es el conjunto
de todos los posibles resultados de un experimento.

Ejemplo 1.2. Los experimentos mas simple son aquellos en los que hay s6lo
dos resultados posibles. Por ejemplo, examinar si una lamparita funciona.

El espacio muestral es S = {F, N}, donde F' representa funciona y N indica
no funciona. Otro experimento de este tipo es tirar una moneda. El espacio
muestral es S = {C, T}, donde C' indica cara y T ceca.

Ejemplo 1.3. Si tiramos un dado de 6 lados una vez y registramos el na-
mero que sale, entonces S = {1,2,3,4,5,6}. Si tiramos un dado rojo y uno
verde y registramos los niimeros obtenidos. El resultado de un experimento
consiste en un par de ntmeros, donde el primer ntimero representa el resul-
tado del dado rojo y el segundo el del dado verde. Por ejemplo, (3,6) indica
que obtuvimos un 3 en el dado rojo y un 6 en el verde. El espacio muestral
consiste de 36 pares de niimeros,

S={11), (1,2), (1,3), (14), (1,5), (1,6), ( 1): (2,2), (2,3), (2,4),
(2,9), (2,6), (3;1), (3,2) 3,6
(4,3), (4,4), (4,5), (4,6),
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4),
3

Note que (3,6) es distinto que (6

I il

,3) y ambos estan en el espacio muestral.
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Ejemplo 1.4. Si una bateria tiene voltaje que esta fuera de ciertos limites,
esa bateria esta fallada (F), si el voltaje estd dentro de ciertos limites, es
normal (N). Suponga que un experimento consiste en testear cada bateria a
medida que sale de la linea de produccién hasta que se observa la primera
normal. El espacio muestral es

S={N,FN,FFN,FFFN,...}.

Ejemplo 1.5. Una fabrica extrae una ladmpara al azar, se la enciende y se
la deja prendida hasta que se quema. Nos interesa el tiempo de vida de la
lampara. En este caso S = Ryy.

Como vemos los espacios pueden ser
= finitos (ejemplos 1.2 y 1.3)

= infinitos numerables (ejemplo 1.4)

= infinito no numerable (ejemplo 1.5)

No sélo interesan cada uno de los posibles resultados del experimento
sino que pueden interesarnos familias o colecciones de ellos.

Definicién 1.6. Un evento es cualquier coleccién (subconjunto) de resulta-
dos del espacio muestral S.

Ejemplo 1.7. En el experimento del Ejemplo 1.3 un evento es que los dos
dados muestren el mismo niimero,

A={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5), (6,6)}.

Como los eventos son conjuntos, valen las mismas relaciones que en teoria
de conjuntos.

» La unidn de dos eventos, A U B, es el suceso que ocurre si ocurre A o
ocurre B.

= La interseccion de dos eventos, AN B, es el suceso que ocurre si ocurre
Ay ocurre B.

s El complemento de un evento A, A, es el suceso que ocurre si no ocurre

A.

Los sucesos A y B se dicen excluyentes o disjuntos si cada vez que ocurre
A no puede ocurrir B o sea AN B = ¢.

2. Axiomas, interpretacién y propiedades de pro-
babilidad

Dado un experimento y un espacio muestral S, el objetivo de la probabi-
lidad es asignarle a cada evento A un ntimero P(A), llamado la probabilidad
de A. P(A) es una medida de la posibilidad de que A ocurra. Esta asignacion
debera cumplir los siguientes axiomas:

» Para cualquier evento A, P(A) > 0.

» P(S)=1.
= Si Ay, Ao, ..., A, es una coleccién finita de eventos excluyentes, enton-
ces
n
P(A1UA3U...UA,) =) P(A).
i=1
= Si A;, Ay, Az, ... es una coleccién infinita de eventos excluyentes, en-
tonces

P(A1UA2UA3U):ZP(AZ)
=1

Ejemplo 2.1. En el experimento en el que se tira una moneda, el espacio
muestral es S = {C, T'}. El primer axioma especifica que P(S) = 1, entonces
para completar la asignacion de probabilidad, debemos determinar P({C'})
y P({T}). Como {C} y {T'} son eventos disjuntos y {C}U{T'} = S, entonces
1 = P(S) = P({C}) + P({T}). Una posible asignaciéon de probabilidad es
P({C}) =05y P({T}) = 0,5, otra posible asignacion es P({C'}) = 0,25y
P({T}) =0,75. Si p es un namero entre 0y 1, P{C}) =py P{T}) =1—p
es una asignacion consistente con los axiomas.
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El ejemplo muestra que los axiomas no determinan la probabilidad de
todos los eventos. La asignacion correcta depende de la manera en la que el
experimento se llevé a cabo y con la interpretaciéon de la probabilidad. Una
interpretacién intuitiva de la probabilidad es como frecuencia.

Supongamos que repito un experimento n veces en forma independiente
y bajo las mismas condiciones y sea A un evento que consiste en un subcon-
junto de posibles resultados del experimento. Sea n 4 el niimero de veces que
ocurre A. El cociente n4/n se llama frecuencia relativa de A. Empiricamen-
te, basandose en los resultados de muchos experimentos, se ve que a medida
que n se hace grande, la frecuencia relativa se estabiliza. La interpretacion
de la probabilidad de A es como el valor limite de la frecuencia relativa de
A cuando n tiende a infinito.

Proposiciéon 2.2. Propiedades de las probabilidades
» Para todo evento A, P(A) =1 — P(A).
» Si A y B son mutuamente excluyentes, entonces P(ANB) = 0.

= Para cualgquier par de eventos A y B,

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(An B).

2.1. Espacios equiprobables

Se llama espacio de equiprobabilidad a aquellos espacios finitos cuyos
elementos tienen todos la misma probabilidad. Sea & = {wi,...,w,} vy
pi = P({w;}). Si el espacio es equiprobable entonces p; = 1/m para todo i.

Ejemplo 2.3. Tiro dos monedas y observo el nimero de caras. Luego
S =1{0,1,2}. Una posible asignacién de probabilidades es

P{O) = PUIN =3 PU2h =7

ya que el suceso {1} tiene el doble de posibilidades de ocurrir que los otros
dos.

Si quisiera un espacio de equiprobabilidad deberia haber tomado
S={(C,0),CT1),(T.C),(T,T)}

que es artificial pues las dos monedas son indistinguibles. Sin embargo, esos
espacios artificiales ayudan, a veces, a la asignacion de probabilidades.

3. Técnicas para contar

Cuando el espacio es equiprobable, el calculo de la probabilidad consiste
en contar. La probabilidad de un evento A est4a dada por

A
P(A) = #—
#S
A continuacién se dan algunas técnicas generales para contar el numero de
elementos de un conjunto.

3.1. Meétodo del producto

Esta regla se aplica a situaciones en las cuales un evento consiste de
k-uplas. Si un dado de 6 lados se tira 5 veces, entonces cada resultado del
experimento es una sucesion de 5 nameros, por ejemplo (2,3, 3,4,2).

Proposicion 3.1. Suponga que un evento consiste de k-uplas y que hay
n1 posibilidades para el primer elemento, para cada eleccion del primer ele-
mento hay ny posibilidades para el seqgundo elemento, y asi siguiendo, hay
ny posibilidades para el k-ésimo elemento. Entonces hay nins - - - ny posibles
k-uplas.

En el Ejemplo 1.3 del dado, hay 6 posibilidades para el dado rojo (primer
elemento del par) y por cada una de estas posibilidades hay 6 para el dado
verde. Entonces el cardinal del espacio muestral es, #S5 =6 -6 = 36.
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3.2. Permutaciones

En la situacion de la Seccion 3.1 los elementos de las k-uplas podian ser
elegidos de conjuntos totalmente distintos, o como en caso del dado, los ele-
mentos son elegidos siempre del conjunto {1, 2, 3,4, 5,6} pero con reposicion.
Ahora consideramos un conjunto fijo de n elementos distintos y supongamos
que una k-upla se forma eligiendo sucesivamente de este conjunto sin repo-
sicién, de modo que un elemento puede aparecer como maximo en una de
las k posiciones.

Proposicion 3.2. Cualquier conjunto ordenado de k objetos tomado de un
conjunto de n objetos distintos es llamado permutacion de tamano k de los
objetos. El nimero de permutaciones de tamatio k que puede ser construido
a partir de n objetos se denota P, .

Pop=—"—.
A Py Y

3.3. Combinaciones

Hay situaciones en las cuales uno tiene un conjunto de n elementos dis-
tintos y quiere contar el ntimero de subconjuntos de tamano k. Por ejemplo,
si se quiere formar un comité, el orden en que los miembros del comité son
listados puede no ser importante y sélo importa cudles personas son elegidas.

Proposiciéon 3.3. Dado un conjunto de n objetos distintos, cualquier sub-
conjunto de k elementos es llamado combinacion. El nimero de combina-
ciones de k elementos que se pueden formar a partir de n objetos distintos

) () =

Ejemplo 3.4. De un grupo de 6 mujeres y 4 hombres se deben elegir 3
personas para que los representen en 3 congresos a desarrollarse en mayo,
junio y septiembre.

1. Siacada congreso debe ir una persona diferente. Calcular las siguientes
probabilidades.

A los dos primeros congresos vayan mujeres.

IS

Haya exactamente una mujer entre las 3 personas elegidas.

Haya por lo menos una mujer entre las 3 personas elegidas.

o

o

d) Al segundo congreso vaya una mujer.

2. Suponiendo que una persona puede ir a méis de un congreso, calcular
las mismas probabilidades que en el inciso 1.

3. Con la misma hip6tesis que en el inciso 1 y suponiendo que lo tinico
que importa es elegir a las 3 personas que irdn a los congresos, sin
importar a cudl de ellos, calcular las probabilidades del inciso 1 que
tengan sentido para este experimento.

Solucion. Numeremos las mujeres entre 1 y 6 y los hombres entre 7 y 10.

1. Una manera de describir el espacio muestral es
Si ={(z1,20,23) : 1 <; <10, @ #x5sii#7, 4,5 =1,2,3}.

Por el método de las permutaciones de la Seccién 3.2, el numero de
elementos de Sy es #8517 = P3.10 = 10-9-8 = 720. Es razonable asignar
equiprobabilidad a este espacio.

a) Sea A el evento a los dos primeros congresos van mujeres,

A:{(xl,xg,xg)esl : 13.%'136, 1§$2§6}.

El cardinal de A es #A = 6 -5 -8 = 240, por lo tanto P(A) =
240/720 = 1/3.

b) Sea B;, i = 1,2,3 el evento al congreso ¢ va una mujer y a los
otros dos congresos van hombres,

Bi = {(w1,22,73) €51 : 1 <2; <6y 7<x; <10si j #i}.

#B; =6-4-3 =72, entonces P(B;) =72/720 = 1/10. El evento
de interés es B = B1UByU Bs. Note que B; son eventos disjuntos,
por lo tanto P(B) = P(B;) + P(Bs) + P(Bs) =3-1/10 = 3/10.
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c) Sea C el evento hay por lo menos una mujer entre las 3 personas
elegidas, C' = C'y U Cy U (3 donde C; es el evento hay exac-
tamente ¢ mujeres entre las personas elegidas. Note que C; son
eventos disjuntos. Como ya vimos en el inciso 15, P(Cy) = 3/10.
El calculo de la probabilidad de C5 es anélogo al de Cy, P(Cy) =
3(4-6-5)/720 = 1/2. P(C3) = (6-5-4)/720 = 1/6. Por lo tanto,
P(C) = P(Cy) + P(Cs) + P(C3) = 29/30.

Otra manera, mas simple de resolver este problema es teniendo
en cuenta que el complemento del evento C es no hay ninguna
mujer entre las elegidas,

é = {($1,$2,$3) € 81 T <x; < 10}.

#C = 4-3-2 = 24, por lo tanto P(C) = 24/720 = 1/30. Entonces,
P(C)=1- P(C) = 29/30.

d) Sea D el evento al segundo congreso va una mujer,
D ={(z1,z2,23) € S1 : 1 < x9 <6}
#D =69 8 =432, entonces P(D) = 432/720 = 3/5.
En este caso el espacio muestral es
So = {(z1,22,23) : 1 <z; <10}.

Por el método del producto de la Seccién 3.1, el nimero de elementos
de S es #8 = 10- 10 - 10 = 1000.

a) Sea A el evento a los dos primeros congresos van mujeres,
A={(x1,22,23) €Sy : 1 <21 <6, 1 <y <6}

#A=6-6-10 = 360, por lo tanto P(A) = 360/1000 = 9/25.

b) Definamos B;, i = 1,2,3 de manera anéloga a lo hecho en 15,
#B; =6-4-4 = 96. Entonces P(B;) = 96/1000 = 12/125. Por lo
tanto P(B) = P(By) + P(Bs) + P(B3) = 3-12/125 = 36/125.

¢) Sidefinimos el evento C' de manera analoga a lo hecho en 1c, tene-
mos que #C = 4-4-4 = 64. Por lo tanto P(C) = 64/1000 = 8/125

y P(C)=1—P(C) = 117/125.

d) Sea D el evento al segundo congreso va una mujer,
D = {(z1,22,23) € S2 : 1 < zy <6}
#D =6-10-10 = 600, entonces P(D) = 600/1000 = 3/5.
En este caso el espacio muestral es
Sz ={{z1,20,23} : 1 <2; <10, z; #x;sii#7, 1,5 =1,2,3}.

Ahora, el espacio muestral ya no consiste de k-uplas sino de subcon-
juntos de elementos. Por lo tanto, el cardinal de &3 estd dado por el
numero de combinaciones de 3 elementos que se pueden formar a partir
de 10 objetos distintos. Por el resultado de la Seccion 3.3 este niimero

® 10 10!
=" —120.
3 )~ 31(10 — 3)!

a) Como ahora no importa quien va a que congreso, esta probabili-
dad no tiene sentido.

b) El evento, B, hay una mujer entre las tres personas elegidas si
tiene sentido.

B={{z1,z0,23} €S3 : 1 <21 <6y 7<x; <10,5 =2,3}.

El nimero de posibilidades de elegir una mujer entre 6 es ((15) =06y
el niimero de posibilidades de elegir 2 hombres entre 4 es (3) = 6.
Por lo tanto, #B =6-6 =36 y P(B) = 36/120 = 3/10.

c) Sea C el evento hay por lo menos una mujer entre las 3 personas
elegidas. Entonces,

C= {{.%'1,1’2,%3} €83 :7T<x; < 10}.

) = 4, por lo tanto P(C) = 4/120 = 1/30 y P(C) =

#C =
1- = 29/30.

¢
P(C)
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d) Este evento no tiene sentido.

4. Probabilidad condicional

La probabilidad asignada a un evento depende de lo que sabemos sobre
la asignacién experimental. La probabilidad condicional nos da informacién
sobre la probabilidad de ocurrencia de un evento cuando sabemos que otro
evento ha ocurrido.

Definicién 4.1. Para cualquier par de eventos A y B con P(B) > 0, la
probabilidad condicional de A dado que ocurri6 B esta definida por

P(ANDB)

P(A|B) = =55

Proposicion 4.2. La definicion de probabilidad condicional lleva al siguien-
te resultado
P(ANB)=P(A|B)P(B).

Proposiciéon 4.3. Ley de probabilidad total
Sean Aq, ..., A, eventos mutuamente excluyentes y tales que A1 U--- U
A, = S§. Entonces la probabilidad de un evento B es

P(B) =

- ZP(B|Ai)P(Ai).

P(B|A)P(A) + -+ P(B| A,)P(4,)

Proposicion 4.4. Teorema de Bayes

Sean Ay, ..., A, eventos mutuamente excluyentes y tales que Ay U--- U
A, =S8 y P(A;) >0 para i = 1,...,n. Entonces para cualquier evento B
tal que P(B) > 0,

P(Ay| B) = DAR0B) __ P(B| Ar)P(A)

P(B) YL P(B|A)P(A)’

k=1,...,n.

Ejemplo 4.5. En una fabrica dos maquinas trabajan simultdneamente pro-
duciendo un mismo articulo. Se sabe que la méquina A produce el doble que
la B. El porcentaje de articulos defectuosos producido por A es 10%, en
tanto que el porcentaje de articulos defectuosos producido por B es 5%.

Si se elige un articulo al azar, cudl es la probabilidad de que resulte
bueno?

Solucion. Sea A el evento el articulo es producido por la maquina A y B el
evento el articulo es producido por la maquina B. Como P(A) + P(B) =1
y P(A) = 2P(B) resulta que P(A) =2/3y P(B) =1/3.

Sea D el evento el articulo es defectuoso. P(D|A) = 0,1y P(D|B) =
0,05.

Queremos calcular P(D) y sabemos que P(D) = 1 — P(D). Por la Ley
de probabilidad total resulta

2 1
P(D) = P(D|A)P(A) + P(D|B)P(B) = 0.1 5 +0,05 5 = 0,083,

Por lo tanto, P(D) = 1 — 0,083 = 0,917. O

5. Independencia

La probabilidad condicional de un evento A dado otro evento B nos per-
mite incorporar a la probabilidad de A la informacion de que el evento B
ocurrié. Hay situaciones en las cuales saber que el evento B ocurrié no nos
agrega informacion sobre el evento A, es decir, P(A|B) = P(A).

Definicién 5.1. Dos eventos A y B son independientes si P(A| B) = P(A)
y dependientes en otro caso.

Proposiciéon 5.2. A y B son independientes si y sélo si

P(AN B) = P(A)P(B).
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Ejemplo 5.3. Considere un sistema de componente como el de la Figu-
ra 5.3. Los componentes 1 y 2 estan conectados en paralelo de manera tal
que el subsistema funcionara si y sélo si cualquiera de ellos funciona; en
cambio los componente 3 y 4 estan conectados en serie y por lo tanto es-
te subsistema funcionard si y s6lo si ambos funcionan. Si los componentes
trabajan independientemente y la probabilidad de que un componente cual-
quiera no funcione es 0,05, calcule la probabilidad de que el sistema funcio-
ned(confiabilidad del sistema).

Figura 5.3. Sistema de componentes

Solucion. Sea A;, i = 1,...,4 el evento que el componente i funcione. En-
tonces, la probabilidad de que el sistema funcione es

P(A 1 UAs U (AsN Ayg)) = P(A1) + P(A2) + P(AsnN Ay) — P(A1 N Ag)
—P(A1NA3sNAy) — P(AyNAsNAg) + P(A1NAyNAsN Ay)
= P(A1) + P(A3) + P(A3)P(As) — P(A1)P(As) — P(A)P(A3)P(Ay4)
— P(A2)P(A3)P(Ay) + P(A1)P(A2) P(A3)P(Ay)
=0,95 + 0,95 4 0,952 — 0,95 — 0,95 — 0,95 4 0,95% = 0,9998.

La primera igualdad es consecuencia de la Proposicién 2.2 y la segunda de
la independencia de los componentes. O

Ejemplo 5.4. Una empresa de computacién se ha presentado a la licitacién
de tres proyectos. Sea A; el evento la empresa gana el proyecto i, ¢ = 1,2, 3.
Supongamos que P(A;) = 0,22, P(A3) = 0,25 y P(A3s) = 0,58. Suponiendo
que la decisién respecto de las tres licitaciones se realiza de manera indepen-
diente.

1. ;Cuadl es la probabilidad de que no gane ninguna licitacién?
2. ;Cual es la probabilidad de que no gane al menos una licitacién?

Solucion. 1. La probabilidad de que no gane ninguna licitacién es

P(Al N Ay N Ag) = P(Al)P(AQ)P(Ag) =0,78-0,75-0,42 = 0,2457.

2. El evento no gane al menos una licitacion es el complemento del evento
gane todas las licitaciones. Por lo tanto la probabilidad de que no gane
al menos una licitacién es

1— P(A; N AN Ag)=1-0,22-0,25-0,58 = 0,9681.
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